Lycée Lakanal PCSI A&B — Semestre 1
Mathématiques juillet 2025

TDO - REVISIONS

0 Les mathématiques en PCSI occupent une place prépondérante (10 heures par se-
maine : 7h (cours) +3h (TD)) : il est par conséquent indispensable d’avoir une solide
maitrise des connaissances de Premiére et Terminale pour bien commencer ’année.
Par ailleurs, vous devez savoir que la calculatrice est interdite aux épreuves de ma-
thématiques au concours, elle sera donc interdite aux devoirs surveillés en mathé-
matiques pendant les deux années de classes préparatoires.

1 Il est nécessaire de maitriser, pour le début de ’année, les points suivants du pro-
gramme de mathématiques de Premiére et Terminale :

o manipulation des nombres complexes (si vous avez suivi 'option Maths Expertes)

o résolution des équations du second degré,

o les fonctions usuelles (puissances, logarithme, exponentielle et trigonométriques),
et leurs propriétés,

o les limites et régles de calcul sur les limites : en particulier les limites classiques
doivent étre connues,

o les propriétés liées & la continuité, théoréme des valeurs intermédiaires,

o la dérivation : dérivée des fonctions usuelles, application & I’étude de fonctions,

o le calcul intégral : propriétés de l'intégrale, calcul de primitives usuelles, calcul
d’intégrales,

o manipulation des inégalités : distinction entre < et < , régles de calcul sur les
inégalités,

o connaitre parfaitement les formules trigonométriques cos(a + b), sin(a +b) (il n'y
a pas de formulaire en classe préparatoire),

o la rédaction des raisonnements par récurrence,

[ Tous les points précédents seront revus a différentes périodes de 'année (pas nécessai-
rement au début) mais les principales connaissances de Terminale suffiront, au début,
pour traiter les questions s’y rapportant dans le cours ou les problémes.

[d Aucun manuel n’est requis pour le cours de mathématiques.

Voici un panel d’exercices a chercher avant la rentrée pour vous aider & vous améliorer
dans la pratique des calculs. Les notions abordées sont censées étre maitrisées en classe de
terminale.

Vous trouverez au début une liste de formules de trigonométrie & apprendre.

Une évaluation de calcul sur les points abordés dans ce document est prévue
les premiers jours de la rentrée.
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Les formules suivantes (trigonométrie et dérivation) sont & connaitre parfaite-

ment.

0.1. Formules de dérivation.

Proposition 0.1. Soit f,g deuz fonctions réelles, définies et dérivables sur 1’ intervalle I
inclus dans R. Soit A une constante réelle. On a alors, pour tout x € I,

Somme (f+9)(x)=f(x) +d(x)
Différence (f—9)(z)=f(z) — g ()
Multiplication par une constante AN (z) =X f'(x)
Produit (fg9)(x)= Jf’(x)g(w) + f(z)g'(x)
Inverse si g ne s’annule pas sur I | <;> (z) = ;?m(;)
Quotient si ¢ ne s’annule pas sur I <f> (z) = F'(@)g(z) = f@)g'(@)
g g9(x)?
Composition sigl)C I (fog)(z)=4d(x)x f(g())

Dérivées usuelles.

Soient a,b des constantes réelles, n un entier naturel.

f(x) f(x) domaine de dérivabilité
ar +b a R
P Fiiay R*
" nz" ! R
In(z) 1 R
e’ e’ R
cos(z) — sin(z) R
sin(z) cos(z) R
tan(z) | 1+ tan(z)? = @ R\{Z +kr|kecZ}




0.2. Formules de trigonométrie.

Définition 0.2. A partir des fonctions sin et cos, on définit la fonction tangente sur I'en-

semble R — {§ + k7 | k € Z}, notée tan, par

sin(z)

tan(z) = cos(z)

Propriété 0.3. Pour tout x € R, cos(z)? + sin(z)? = 1. De plus,

Parité, imparité pour tout x € R,

si de plus z # § + km pour tout k € Z

cos(—z) = cos(x)
sin(—z) = —sinz

tan(—x) = — tan(x)

Somme pour tous z,y € R

side plus z,y,x +y € R\ {§ +kr |k c Z}

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
tan(z + ) tanx + tany
an(x =—>
Y 1 —tanztany

Corollaire 0.4. Pour tout z € R

cos(2x) = cos(z)? — sin(z)?
sin(2z) = 2sin(x) cos(x)
2 tan(z) , - o
tan(Zm):W, Slx#z+k§0ukEZ
1 2
cos(z)? = +C<2>S<fv>
) , 1 —cos(2x)
sin(z)® = ———=
1 %8(21')
2_+—¢C : b N
tan(l‘) —HTS@J;), SZCE#Q‘FI?TFOU]{EZ
stx #£m+2kw ou k €7,
1 — tan(%)?
cos(@) = T tan(z)?
2tan(%)
sin(z) = 1 + tan($)?
2tan(%)
tan(z) = 2
1 — tan(5)?
sip,q €R
cos(p) + cos(q) = 2 cos (T) cos <p;q>
cos(p) — cos(q) = —2sin (p _; q> sin <p ; q>
sin(p) + sin(q) = 2sin ]% cos 1%
sin(p) — sin(q) = 2sin ]% cos }%

Exercice 1. Prouver les formules du corollaire en admettant les formules de la proposition.




4

0.3. Alphabet grec. En plus de l’alphabet latin, vous serez amenés a rencontrer, I’an
prochain, dans vos cours (mathématiques, physique, chimie et sciences de l'ingénieur) des
lettres grecques listées dans le tableau ci-dessous.

Nom | Minuscule | Majuscule

alpha «
beta
gamma,
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota

I N2 ™

~

kappa
lambda
mu
nu
xi
omicron
pi
rho
sigma
tau
upsilon
phi
chi
psi
omega

DX SIMYTEQNZE " ~0Z NP3 W

g &€& 6 2 39 9> 33 MmN T > =

Remarque 0.5. Ne pas confondre w avec w, ni p avec p!

D’autres graphies apparaissent parfois :
— € pour €,

— ¢ pour g,

— ¢ pour 0,

— w pour T,

— ¢ pour 0.



1. FONCTIONS, DOMAINE DE DEFINITION, DERIVATION

Exercice 2. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition de
la fonction définie par ’expression considérée, déterminer le domaine de dérivabilitéde la

fonction f, puis calculer f’.

(a) f(z)=42% —3x+1+3
(b) f(z) = (2® —2)(z - 9)
(¢) fz) = (2z+ 1)z —1)
(d) f(z) = 325

(e) f(2) = 77

© 1) = ()

(g) flz) = chés(x)

(h) f(z) = (z* —2* 4+ 5)*
(i) f(z) = (In(x))?

() f(z) = (2® + 2z +1)e
(k) f(z) = /(In(2))* +1

(1) f(z) =In(e?* —1)
(m) f(z) = 7=
(m) flz)=(0—2)Vor+1
(O) f(a:) - IE2+13672
(@) flo) = =Sgsie=t
(r) f(z) =W(2)
() fla) = 25205
(t) f(z) =1In(z + V2% + 1)

2. CALCUL DE PRIMITIVES

Exercice 3. Par reconnaissance de dérivées, déterminez une primitive des fonctions définies
par les expressions suivantes :

(7) ek (12) cos(bx + 3),
(8) ngs((f))m (13) x cos(3z?),
9) @t (14) 7, (n € N¥)
(10) 2® exp(a?), (15) tan( ),

1
(1) z1n3(z) (16) &

Exercice 4. Déterminer la primitive F' de f sur I telle que F(z¢) = yo

(1)I:R7 f($)=1—ar—|—:x2—aj3,:c0:1,y0

(2) I =R, f(z) = cos(3x),
B I=RL, f@) =o+%

Exercice 5. Calculer

(1) /Ole—t dt

1t
e
(2)/ T
0 +e

dt

1 —
2 xﬁ?'mo_

=0,

™

970:5790:07

1,y =1,

2
3) / 9t2/1 + 3 dt
0

™

(4) /02 sin(t) cos(t) dt
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Exercice 6.

Calculez dans chaque cas une primitive des fonctions définies par les formules suivantes.
Vous aurez éventuellement besoin d’une intégration par parties.

a) f(z) =sin(bx) — 2 cos(3x) + 4sin(2x) f) f(x) = 22%e®

b) f(z) = (x224)2 g) flx) = e%

¢) f(z) = sin(z) cos(z)? h) f(z) = (22 + 1)e”,
d) f(x) = xcos(x) i) flz) = lnix)

¢) f(x) = 2”sin(z) i) f(z) = 2?In(z)

2 2
Exercice 7. Calculer : 2/ In(¢)dt + / ( +1In ( ! )) dt.
1 1 \2Vi

Exercice 8. Déterminer une primitive de la fonction f définie par (on ne cherchera pas a
déterminer le domaine de définition) :

_ 1 _ e _(ETL
f(x)—l—mv f(x) = cos( 4 ) f(x)—ﬁy

3
f<:c>=(“') C f@) = 20 ) = weos(a) +sin(a), f(z) = zeos(a?).

f(z) = sin(x) cos(x)?,

i+ 1 2 + sin(x)
22 1 1 1 z—1
@) = rae f<w>—xzsm<x>v TO= @ Ve ms

3. EQUATIONS, INEQUATIONS

Exercice 9. Résoudre dans R les équations ou inéquations ou systémes d’inconnue x :

(
(

a) 3¢° —x+10<0 (f) 2 >0
b) 2% — (3z +5)* <0
(c) <z’ 4+ -1
(d)

)

d) (z+1B3-23-1=0 (h) [z 41| = |2z — 3|

) 3
(g) |2 -8z +1| =4
)
(e) 1522 + 14z +3 <0 (1) |2—z| <]z +1]
4. TRIGONOMETRIE

Exercice 10. Soit z,y des réels. On sait que cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) et
que sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x).

On définit de plus, si z # 5 + k7 avec k € Z, tan(x) = sin(z) )
cos(z)
(1) Exprimer en fonction de cosz, sinx et tanz :
cos(z —y), sin(z —y), tan(z —y),
cos(x + ), sin(xz + ), tan(x + ) .

us . (T us
Cos (——x) , sin <——x> , tan (——x) .
2 2 2



(2) Exprimer en fonction de cos(x £ y) et sin(z £ y) :

cosx cosy, sinxsiny, cosxsiny.

Exercice 11. Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

(1) cos(z) = L2 (4) cos(z) > 3
(2) sin(z + §) = —1 (5) sin(z) < ?
(3) sin(z) cos(z) = ’T\/g (6) cos(2x) = 2+ cos(3x)

5. NOMBRES COMPLEXES

Exercice 12. Mettre chacun des nombre complexes suivants sous sa forme algébrique

1

i—(3+2i), (5+3i)%, R

Exercice 13. Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

(1) i(5 =) —1) (5) (1+3)* (9) 22
(2) (1 +2)(1 +2i) (6) (1 + )= (10) =
(3) (5+3i)(5 — 31) (7) + (11) =5
o ® g B

Exercice 14. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique et calculer leur
module :

zZ4 =

1—3° 42 TR Ty

1 1420 (2 + 3i)? 1+iv3 (5 — )8
i

Exercice 15. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :

(1) —i (6) (1+iv3)? (10) §H

@) =7 M) F (11) cos() — i sin( %)
(3) 7 (8) % (12) sin(&) + i cos(%5)
(4)2—-2i (9) 2243 (13) 1 — itan(%)

Exercice 16. Déterminer le conjugué des nombres complexes suivants (on ne demande
pas la forme algébrique) :



3—11i, 8i, i(9+2i), (3+4)(-13-2i), (2+51)°, (1+i)>1Q—2i)*,
2-3i  i(1—9) 2 3
8+5i° (3472 1+i 1—i°

Exercice 17. Soit z un nombre complexe. Sans calculs, justifier que les nombres suivants
sont soit réels, soit imaginaires purs :

. 2 22
A=243 B=—_% (o=2"¢%
23423 2z + 2

Exercice 18. Calculer le module des nombres complexes suivants :

—Ti, 1+i, i—1, V3+i, 14+iV3, V3+iV/2

7 3+1 5+ 9%

443012 -5i), (2-T7i)
(@+30)(12=50), @-T) G55 137 5-0

Exercice 19. Résoudre dans C :

(1) iz+2—-i=0 4) (7T—i)z+3=0 2242 =1—1

(2) B+5i)z=1—=2 ;. (©) z—i2 =0.
L1 ‘ z—2 =i

(3) ZJ_F1:22 <5>{iz—|—z’:1 (7) |2 = |22].

Exercice 20.

(1) Placer dans le plan complexe les points A, B, C, D d’affixes respectives a = —1, b = 3,
c=1+2iV3etd="7.

(2) Etudier la nature des triangles ABC et ACD.

Exercice 21. Pour tout z € C\ {—1}, on pose a = Z;Tll_l

(1) Déterminer I'ensemble des points du plan complexe d’affixe z tels que « soit réel.
Représenter cet ensemble dans le plan complexe.

(2) Déterminer ’ensemble des points du plan complexe d’affixe z tels que « soit imaginaire
pur. Représenter cet ensemble dans le plan complexe.

(3) Déterminer I'ensemble des points du plan complexe d’affixe z tels que |a| = 1. Re-
présenter cet ensemble dans le plan complexe.

Exercice 22. Le nombre 3 4 2i est I'une des racines de I’équation 222 + 7z +s =0 ou r
et s sont réels. Déterminer r et s.

6. UN PEU DE GEOMETRIE

Exercice 23.

(a) On donne dans le plan les points K(—3,2), L(3,2). Quelles sont les coordonnées du

—
vecteur LK 7 du milieu du segment [K L] ? Quelle est la longueur KL ?
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(b) Déterminer une équation cartésienne de la droite du plan passant par le point A(—1,2)
et dirigée par le vecteur 11’(%, —1).

(c) Déterminer une équation cartésienne de la droite du plan passant par les points A(—1, 2)
et B(3,1)

(d) Dans le plan rapportéa un repére orthonormé, les droites d’équations respectives 2y +
x4+ 3 =0et 3y + azx + 2 = 0 se rencontrent en formant un angle droit. Quelle est la
valeur de a7

(e) Déterminez une équation du cercle de centre A(2,—2) et de rayon r = 3
(f) Déterminez le centre et le rayon du cercle d’équation 322 + 3y? — 6z + 36y — 8 = 0.

(g) Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A(—1,0,2) et dirigé-
par les vecteurs (1, —1,0) et ¥(—1,2,1).

Exercice 24. Déterminer une équation de la tangente en A(3,2) au cercle de centre
Q(—1,3) et passant par A.

Exercice 25. On considére un carré ABCD direct. On appelle I le milieu de [AB] et J
le milieu de [AD)]. Calculer le produit scalaire DI-CJ.

Exercice 26. Sur la figure ci-dessous, ABC' est un triangle équilatéral de cotéa. On place
. —_—
les points P, @, R tels que ﬁ = xﬁ, B@ = mB? et CR =xCA ou z €]0,1].
Calculer le produit scalaire ﬁ . ﬁ, puis PR? en fonction de a et .
Quelle est la nature du triangle PQR?

Exercice 27. La figure ci-dessous représente trois carrés identiques juxtaposés. Quelle
relation y a-t-il entre les angles o, 3 et v 7

Exercice 28. Quelle est la valeur de sin(6) 7

X

2x

2x
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Exercice 29. La figure ci-dessous représente un trapéze rectangle ABCD. Exprimer la
longueur DC en fonction de 'angle «.

A

]

D

o

Exercice 30. Soit 2 la droite d’équation y = 2z+1 et 2’ la droite d’équation y = —ix—%.
Le projeté d'un point M (z,y) sur la droite &’ parallélement a la droite Z est le point
d’intersection M’(2’,1') de la droite paralléle & Z et passant par M avec la droite 2’ (faire

un dessin).

Exprimer 2/, 7’ en fonction de z et y.
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7. PETIT PROBLEME

Exercice 31.
On pose I = ]0, o [ et, on définit sur I deux fonctions f et g en posant pour tout x € I :

f(x) = 5 (2sin(x) + tan(z)) et g(x) = m |

On définit aussi deux fonctions u et v en posant, pour tout x € I,

u(z) = f(z) — x, et v(z) =g(x) —x.

(1)

(a) Déterminer trois réels a,b et ¢ tels que, pour tout x € R,

223 — 322 +1 = (z — 1)(az® + bz + ¢).

(b) Justifier la dérivabilité de u et v puis déterminer des polynomes P et @ tels que

/ P(cos(z p cos(x
pour tout x € I : u(x):?)(cos((x));etv(x):m.

(c) Etablir, pour tout = € I, 'encadrement : g(z) < z < f(x).

sin(z) _1

(a) Justifier & I'aide d’un taux d’accroissement la limite : linb
T—> xT

(b) Etablir, pour tout z € [0, g [, 'inégalité sin(z) < x.

(a) En calculant '3 x e~ T de deux maniéres différentes, déterminer les valeurs de
cos (112), sin (%) et tan (%)

7r
(b) En évaluant 'encadrement de la question (1.c) en 13’ déterminer un encadrement

de 7.

(4) On pose, pour tout n € N, a, = sin (3 fgn) e b = cos (3 Wz)

1-0 1+
(a) Etablir, pour tout n € N: apq1 =4/ 5 " et by = _; ”

(b) Montrer, pour tout n € N, 'encadrement :  9x2™x In_ —nx<on 2a, + an
(c) Justifier les limites : lim (9 x 2" x —— =met lim 2"(2a,+ dn) — .
n—+o0o 2+ bn n——4o00 bn

(d) On note A, = 2" ( 2a, + In) —gxon n Etablir, pour tout n € N*,
by, 2+ by,
45

n < g5 giwrs- (On pourra majorer  par 4.)

I'inégalité : A

(e) Soit k € N*. Déterminer un entier N € N tel que, pour tout entier n > N,
0< A, <107
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(f) En déduire une procédure permettant de calculer les k premiéres décimales de
.



